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Resolucion.

lDirecciéndeR-l_l=y—+lyl+2:272~R:x—+3 VAR
1 1 -1

N 1
2. Angulo recta—plano (seno): i = (1,B,1),1i-n=—-1+B+1 = B:
|BI

G2+ B

3. Ecuacion: 2|B| = /3y2 + B2 = 4B% = 6 + 3B = B% = 6.
Resultado: B € {—6, J6}.

sen30° = = =

Ejercicio 3.5.13 - Angulo e interseccion de una recta y un plano
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-2, tipo A, problema 7.

x+3 y5_22

Sean la recta L : y el plano 7 : x —y —z + 19 = 0. Determine: a) el

angulo entre L y r; b) las coordenadas del punto I de intersecciéon de Ly 7.

Resolucion.

1. Datos: 232 == 2 : Py(—3,5,2), u = (3,—-3,—-3), paraleloa (1,—-1,-1). 7 = (1,-1,—1).

2. a)u=3nla recta es paralela a la normal, es decir, perpendicular al plano. Con la

[3+3+3] _ —ane

T =1,¢=90".

3.b)ConL: (-3+t5-t,2-1):(3+1)-(5-)-(2-1)+19=3t+9=0,t=-3.
I(—6,8,5); comprobacién: —6 —8 — 5+ 19 = 0.

Resultado: ¢ = 90°; I(—6,8,5).

formula: sen ¢ =

Ejercicio 3.5.14 - Punto de un plano mas cercano a un punto

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2024-1, tipo C, problema 6.

Obtenga las coordenadas del punto P del plano 7 : 3x — y + 2z = 4 mas cercano al punto

M(1,5,—4).

Resolucion.

1. Recta perpendicular por M: direccién i = (3,—1,2): (1 + 3¢, 5—t, —4 + 2t).

2. Interseccion con 7:3(1+3t) — (5 —1) +2(—4+ 2t) = 14t — 10 = 4,¢ = 1.

3. Punto: P(4,4,—2); comprobacioén: 12 — 4 — 4 = 4. (La distancia de M al plano es
[MP| = il = 14

Resultado: P(4,4,-2).

Ejercicio 3.5.15 - Recta por el origen que corta perpendicularmente a otra
Adaptado de: 2° parcial 2005-2, tipo A, problema 1.

Sealarecta M: x =4, y =5+t z=—2t. Obtenga unas ecuaciones paramétricas de la
recta L que contiene al origen y corta perpendicularmente a M.

Resolucion.

1. Datos: ty; = (0,1, —2); punto genérico de M: F(4, 5 +t, —2t).

2. Perpendicularidad: OF - Uy =5+t+4t=0,t=-1,F(4,4,2).

3. Recta: por O y F, direccién (4,4,2), 0 (2,2, 1).
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Resolucion.

1. A:d = 16(cos 60°, sen 60°,0) = (8,8+/3,0).

2. B: AB = 6k (hacia arriba), asi que B (8, 8+/3, 6).

3. Distancia al eje y: d = Jx? +2% = V64 +36 =
|(—6,0,8)| = 10.)

Resultado: d = 10 unidades.

10. (Con vectores: d = |O‘t;‘x]\ =

Ejercicio 2.6.14 - Paralelogramo: punto de cruce de las diagonales y angulo
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2024-2, tipo A, problema 5.
Los puntos A(1,2,3), B(3,2,1), C(3,4,3) y D son los vértices del paralelogramo de la

figura, cuyas diagonales se cortan en M. Determine: a) las coordenadas de M; b) el coseno
del angulo entre los segmentos ABy AC.

C(3,4,3)

A(1,2,3) B(3,2,1)
Resolucién.

1. Lectura de la figura: los vértices en orden son A, B, D, C; las diagonales son AD y
BC.
2. a) Las diagonales se cortan en su punto medio: M = %(B +C) = %(6, 6,4) = (3,3,2).
(ConD = B+C— A= (5,4,1), también l(A +D)=(3,3,2))
1 o
3. b) AB = (2,0,—2), AC = (2,2,0): cose—f—( =2(0=060).
Resultado: a) M(3,3,2);b) cosf = E
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2 = z—1: P(1,-2,1), tig = (3,1,1). De L: P;(3,4,-7),

1. Datos de R: %}y =
ur = (1,-1,1).

2. Direccién comun: 4 xtig = (—=1—1, 3—1, 1+3) = (-2,2,4); se usaw = (1, -1, -2),
Il = V6. .

3. a) P Pr = (-2,-6,8), PLPR-w=—-2+6—16 = —12:

12
d= =2 =2e.
J6

4. b) Los planos con normal w que contienen a cada recta son x — y — 2z = 13 (por P;:
3-4+14)yx—y—2z=1(por Pg: 1+ 2 — 2). El equidistante tiene el término medio:

x —y — 2z = 7. Comprobacién: su distancia a P; es —— =7 = /6, la mitad de d.

NG
5. ¢) Perpendicular a las dos: direcciéon w. P : p (2,3,-1) +t(1,—-1,-2).

Resultado:d = 2V6; 1: x—y—2z2—-7=0;P: p=(2,3,-1) +1(1,-1,-2).

Ejercicio 3.5.9 - Interseccion de dos rectas, plano que las contiene y distancia
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2018-1, tipo C, problema 6.

SeanlasrectasL: 1—x = y7_3; z=4yR: p=(4—t,1-2t 2+ 2t). Determine: a) si

existen, las coordenadas del punto I de interseccion de L y R; b) una ecuacién vectorial

del plano 7 que contiene a L y a R; ¢) la distancia del punto B(3,4,5) a L.

Resolucion.

1. Datos: L: =3’T, z=4:Pr(1,3,4), i; = (~1,2,0). R: Pg(4,1,2), g = (-1,-2,2).

2. a) los=4— t,342s=1—2t,4 =2+ 2t. De la tercera, t = 1; de la primera, s = —2;
en la segunda, 3 —4=-1=1-2:se cumple. I(3,—1,4).

3. b)Secortan; 7 : p = (3, —1,4)+r(—1,2,0)+s(—1, -2, 2). (Sunormal es iy xiig = (4, 2,4):
2x+y+2z-13=0)

4. ¢)PB=(2,1,1),

o ik
PiBxup=|2 1 1|=(-2,-1,5), d:@:/é.
-1 2 0 V5

Resultado: I(3,—1,4); 7: p = (3,-1,4) +r(-1,2,0) + s(~1,-2,2); d = V6.

Ejercicio 3.5.10 - Plano perpendicular al plano XZ y distancia del origen a una
recta

Adaptado de: 2° final 2014-2, problema 3.

—4 _ —y-1
Sealarecta: 24— V1 _ ztl . Obtenga: a) la ecuacion cartesiana del plano 7 que

5
es perpendicular al plano coordenado XZ y contiene a la recta L; b) la distancia del origen
alarecta L.

Resolucién.

1. Datos: 24 = ;%z y ot yH 1 Py(2,

3 -1,-1),u = (4,-5,3).
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A(-2,1,6)
B
y
|
|
l
1oc
X |
|
|
D
Resolucion.
1. B: [v| = 5, asi que AB =10- @ = (8,6,0) (en la figura B esta a la derecha de A):
B=(6,7,6).

2. C: C esta 10 unidades abajo de A: AC = (0,0,—10), C = (-2,1,—-4).

3. D:D=B+AC = (6,7,—4). Comprobacion: AB-AC =0 y los dos miden 10.

4. b) BC = (-8,—6,—10), CD = (8,6,0): BC-CD = —64 — 36 = —100, |CDJ? = 100, asi que
comp7; BC = ~CD = (8, -6,0).

Resultado: a) B(6,7,6), C(—2,1,—4), D(6,7,—4); b) (—8,—6,0).

2.7 Ejercicios propuestos

Resuélvelos sin ver la solucién. Las resoluciones completas estan en el Apéndice E,
seccion E.2.

Ejercicio propuesto 2.7.1

Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 2.

Sea el tridngulo T cuyos vértices son el origen 0(0,0,0) y los puntos A y B, que estan
sobre los ejes x y y respectivamente. Determine unas coordenadas de A y de B tales que
el area de T sea igual a 4 y la suma de los vectoresﬁy OB sea perpendicular al vector
U=1-2j+4k.

Resultado: A(4,0,0) y B(0,2,0), o bien A(—4,0,0) y B(0,—2,0).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 141.

Ejercicio propuesto 2.7.2
Adaptado de: 2° final 2012-2, problema 2.
Sean los puntos P(1, 2, -3), Q(0, 1, 2), R(—1,3,—2) y S. a) Compruebe que P, Q y R son tres

de los cuatro vértices de un rectangulo cuyo angulo recto tiene vértice en R. b) Determine
las coordenadas del cuarto vértice S.
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Unidad 3 - La recta y el plano en el espacio

Resultado: 7; : 4x —3y =0, 71, : y:4;9:angcos§;L: x=3,y=4z=td=4.

Ejercicio 3.5.5 - Recta de interseccion, plano por dos rectas y angulo recta—plano

Adaptado de: 2° final 2012-2, problema 3.

Sean larecta L, interseccion de los planos 77y : x—3y+z+2 =0y m : x—4y+2z+1=0,y

el plano 73 que contiene a las rectas L, : ﬁ =(1,1,4)+t(1,-1,5)y Ly : ﬁ =(-1,-1,-2)+

r(1,3, 1). a) Determine las coordenadas del punto I de interseccion de Ly 3. b) Obtenga

el coseno de uno de los angulos que forman L y 3.

Resolucioén.

1. Recta L: (1,-3,1) x (1,-4,2) = (-6 +4, 1 — 2, -4+ 3) = (-2,—1,—1); se toma
i =1(211.Conz=0x—-3y =-2x—4y = —1,dedonde y = -1, x = —5.
L: p=(-5-1,0)+(2,1,1).

2. Plano 73:

J
-1
3

Uy X Uy = =(-1-15,5-1,3+1) =(-16,4,4).
1 2

—
— ol x>

Se comprueba que L; y L, son coplanares: PP, = (~2,-2,-6) y (=2,-2,-6) -
(—16,4,4) =32—-8-24=0.Con7ni = (4,-1,—-1) y (1, 1,4): 4(x—1)—(y—1)—(2—4) = 0,
esdecir, ;3 : dx—y—2z+1=0.

3. a)Enmg: 4(-5+2t) —(—1+t)—t+1=6t—18 = 0, ¢ = 3. I(1, 2,3); comprobacion:
4-2-3+1=0.

4. b)u-n=8-1-1=6, i =6, |1 = V18 = 3v2:

_[[_1_46
cosg = 1—5—?.

Resultado: I(1,2,3); cosg = g, con ¢ el angulo entre L y 3 (el angulo entre L y la
3 ).

normal tiene coseno 5

_6 _1
J6-3y2 3

seng =

Ejercicio 3.5.6 - Punto mas cercano entre dos rectas y plano paralelo a ambas

Adaptado de: 1er final 2013-2, tipo A, problema 3.
Sean el punto A(1,-3,0) y las rectas

—y-1_ 2,
-2 -1

L: x-3 y M: p=1(0,1,3)+1t(2,0,2), t R

Determine: a) las coordenadas del punto B de la recta L mas cercano a M; b) una ecuacién

cartesiana del plano 7 paralelo a L y a M que contiene al punto A.

Resolucion.

1. Datos de L: % =1 27;12 =z—2:L: x—-3= yTH =z-2,conP(3,-1,2)y
ur = (1,2,1). De M: Py(0,1,3), tips = (2,0, 2).

2. Puntos genéricos: P(s) = (3+s, —1+2s,2+s) € Ly Q(t) = (2t, 1, 3+ 2t) € M, con
OP=(3+s—2t, —2+2s, —1+s— 2.
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Ejercicio propuesto 2.7.8

Adaptado de: ler parcial 2005-2, tipo B, problema 6.

En la figura, a — OA estd en el plano XY, ¢ va deBaAyZ :6§, conlg=|c]=1,a-¢c=0
y d-b = 1. Determine: a) la componente vectorial de b sobre d; b) el coseno del d&ngulo
entre by d; c) el 4rea del triangulo ABO.

z

oy

Q

X

Resultado: ) 3 b) 2; ¢) 1.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 142.

Ejercicio propuesto 2.7.9

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-1, tipo C, problema 5.

Un paralelepipedo P tiene aristas concurrentes en el vértice A(3, —4,—2) que terminan
en los puntos B(—3,-3,0), C(2,—-8,0) y D(—1,—7,0). Determine: a) el volumen de P; b) el
coseno del angulo que forman las aristas AC y AD.

Resultado: a) 20 unidades cubicas; b) cos§ = % = 206 0(;09

— Resolucién en el Apéndice E, p. 143.

Ejercicio propuesto 2.7.10

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-2, tipo A, problema 6.

Sean i = (1,2,3) y ¥ el vector representado por el segmento dirigido KB con A(-3,0,1)
y B(=5, 1, 5). Determine: a) la componente vectorial de % en la direccién de v; b) un vector
unitario w perpendicular tanto a i como a v; c) el 4rea del paralelogramo P que tiene a i
y v como lados concurrentes.

Resultado: a) %(—2, 1,4);b)w = —2,1) (o su opuesto); c) 5v/6.

1
J_E(l’

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 143.
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1. Forma simétrica ordenada:

— -2 - -2
L:x 4:y :z+5’ R:x 6:y :z+10.

-1 4 3 1 —4 -3

Entonces Pr(4,2,—5), u; = (—1,4,3); Pr(6,2,—10), g = (1, —4,—3) = —.

2. Posicién: tig = —iy: son paralelas (se cumple). Prno estaen L (-— = —2 # % =0):
no coinciden.

3. Normal del plano: con m =(2,0,-5),

ik
Uy xPPp=|-1 4 3|=(=20,1,-8).
2 0 -5

4. a)Con#i = (20,—1,8) y Pr: 20(x—4)—(y—2)+8(z+5) = 0, es decir, 20x—y+8z—38 = 0.
Comprobacién con Pg: 120 — 2 — 80 — 38 = 0.
5. b) Distancia de Py a L: el producto cruz ya esta hecho,

[PLPgxdr| 400 + 1 + 64

e \/46 /46
|ur | J1+16+9
Resultado: 7 : 20x —y+8z—38 =0;d = 265 122290 ~4.2.

Ejercicio 3.5.3 - Recta interseccion de dos planos y punto mas préximo

Adaptado de: ler final 2014-1, tipo A, problema 3.

Sean el punto Q(3,1,—2) ylosplanos 7 : —x—y+z+2=0ym: 2x+3y—4z—-7=
0. Determine: a) una ecuacion vectorial de la recta L interseccién de 7; y m; b) las
coordenadas del punto M de L mas proximo a Q; c) el coseno del angulo entre 7; y 7.

Resolucién.
1. Direccién: i; = (—=1,-1,1), i1, = (2,3, —4),

PGk
Uu=nxnm=-1 -1 1|=04-32-4,-3+2)=(1,-2,-1).
2 3 —4

2. Punto:conz =0:x+y =2y 2x+3y =7,dedonde y = 3, x = —1. Py(—1,3,0) cumple
las dos ecuaciones.
3.a)L: p=(-1,3,0)+t(1,-2,-1).

P()Q'ii

(4_2_2).t_——w 5

4. b) HQ) = = =. Entonces

<l
(3
(o)

——

Comprobacién: MQ = (% %,—%) yM—)Q-{j = % - § +
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. Area de paralelogramo por diagonales sin el % Con las diagonales, A =

. , @b .
. Confundir las dos componentes. La escalar es un nimero, —; la vectorial es un

lbl
vector, %b. Y se divide entre el modulo del vector sobre el que se proyecta.
P
3 ldy > dal;

con los lados, A = |d@ x i|

. Tomar una diagonal como lado. En el ejercicio 2.6.6 BD es diagonal y en el 2.6.15

i=AC también; se lee la figura antes de multiplicar.

. Olvidar el valor absoluto o el %. El producto mixto puede salir negativo; el volumen

es su valor absoluto, y el del tetraedro es un sexto. Con parametro, |det| = V da dos
ecuaciones.

. Angulo interior con un vector al revés. El angulo en A usa AB y AC; con BA sale

el suplemento (coseno con el signo cambiado).

. Cuarto vértice con la formula equivocada. D = A + C — B vale si B es el vértice

opuesto a D. Se identifica primero cudl es el vértice opuesto (en el propuesto 2.7.2, R).

. Perder una solucién. «Paralelo a v con médulo 5», «unitario perpendicular» y los

parametros cuadraticos tienen dos respuestas; se dan las dos o se dice que hay dos.

. Errores en el determlnante El término de j ] lleva signo menos: —(a;b; — azb;). Se

comprueba que @ x b sea perpendicularady a b.

2.9 Formulario de emergencia de la unidad

|<1

AB=B-A =V +v+v} 0=

Cosenos directores: (cos @, cos f§,cosy) = v, cos? a + cos? f + cos? y=1

=

- punto medio l(A + B).

=

E~Z:a1b1+a2bz+a3b3=|71||E|cos@-a b a-b=o.
compaza'b omp~a—ﬁbz.
bl K
T . R R
dxb=la, ay as|-laxb|=ldlb|send-d||b < dxb=0
by by by

Areas: paralelogramo |d x i;|; triangulo %|Z§ x Za; por diagonales %|(_1)1 X z_i)z|.

Voltmenes: paralelepipedo | - (b x 0)|; tetraedro é|ﬁ -(AC x AD)|; coplanares si el
producto mixto es 0.
Paralelogramo ABCD: D = A+C— B; pie de la perpendicular de Ba AC: A+comp-> AB;

simétrico de P respecto a M: 2M — P.

2.10 Procedimiento recomendado en el examen

1.

Escribe en componentes todos los vectores y segmentos del enunciado (E =B-A)
antes de calcular nada.

. Si hay figura, copiala y marca qué vectores son lados, cuales diagonales y el sentido de

cada flecha.

-
-

. Calcula una sola vez los productos que se repiten (a ~77, a x b, médulos) y usalos en

todos los incisos.
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3.3.7 Punto mds cercano, simétrico y perpendicular comin

1.

- PyQ-u
Punto de una recta mas cercano a Q: M = Py +tu cont = ——— (es decir,
u-u
MQ -ii = 0).
. Punto de un plano mas cercano a Q: recta por Q con direccion 7; su interseccién

con el plano (3.3.6).

. Simétrico: Q' = 2M - Q.
. Puntos mas cercanos entre dos rectas que se cruzan: con P(s) € L; y Q(t) € Ly,

pide @3 ‘U =0y Q“ﬁ -1y = 0; el sistema da s y t. La recta PQ es la perpendicular
comun, de direccién u; x .

3.3.8 Puntos o planos a una distancia dada

1.

Escribe el punto buscado con el pardmetro de su recta, P(t), o el plano buscado con su
incognita, Ax + By +Cz+ D = 0.

. Plantea la distancia con la formula que toca e igualala al dato.
. Un valor absoluto da dos ecuaciones (+); una distancia entre puntos se eleva al cuadrado.

Casi siempre hay dos soluciones: escribe las dos.

3.4 Ejemplo resuelto

64

Ejemplo resuelto - Posicion relativa de dos rectas

Adaptado de: Ier final 2012-1, tipo C, problema 4.
Sean las rectas

x=A
Li: p=1,20)+t(1,-1,-2) y Ly: {y=7+3A
z=4—-21

En caso de que L; y L, sean paralelas, obtenga la ecuacion cartesiana del plano que

las contiene; en caso de que se crucen, calcule la distancia entre ellas; en caso de que

se corten, determine las coordenadas de su punto de interseccion.

Resolucion.

1. Datos: P;(1,2,1), u; = (1, —1,—2); de las paramétricas de L, con A = 0, P,(0,7, 4),
y iy = (1,3, -1).

2. ;Son paralelas?

ik A
Uy xtp =1 -1 —2/=(1+6)i-(-1+2)j+B+1k=(7,-1,4) %0.
1 3 -1

No se cumple: no son paralelas. (También se ve directo: #; = ki, pediriak =1y
k=-1)
3

3. ;Son coplanares? PP, = (—1,5,3) y

PPy - (i xtly) =—7 -5+ 12 =0.

Unidad 3 - La recta y el plano en el espacio

Unidad 3 - Larecta y el plano en el espacio

1 Volver al indice

Objetivo (programa 2026, tema 3). «Aplicar los conceptos de recta y plano,
a través de sus diferentes ecuaciones, para visualizar las relaciones entre estos
elementos geométricos utilizando software.»

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia (basado en examenes de los planes 2010 y 2016 en los temas que
no cambiaron): en los planes anteriores, uno o dos problemas en los 9 finales
de Geometria Analitica del Plan 2010 (13 problemas) y uno en los 39 finales de
Calculo y Geometria Analitica del Plan 2016: plano que contiene dos rectas o una
recta y un punto, distancias de un punto a un plano o a una recta, rectas y planos
perpendiculares, angulos e intersecciones.
» Tiempo: de 4 a 5 horas para esta unidad.
= Ruta corta:
1. Lee la seccién 3.1 (40 min): ecuaciones de la recta y del plano, paralelismo,
angulos y distancias.
2. Aprende los procedimientos 3.3.2 (plano), 3.3.3 (posicion de dos rectas) y 3.3.4
(distancias).
3. Sigue el ejemplo de la seccién 3.4 tapando la resolucion.
4. Resuelve con crondmetro, 15 min cada uno, los ejercicios 3.5.1, 3.5.2, 3.5.3, 3.5.11
y 3.5.12.

3.1 Conceptos y expresiones

Todo lo de esta unidad se reduce a dos datos por objeto: una recta queda determinada
por un punto y un vector director; un plano, por un punto y un vector normal. Los
productos punto, cruz y mixto (Unidad 2.1.6) hacen el resto.

3.1.1 La recta

La recta L que pasa por Py(xy, Yo, 29) v es paralela al vector u = (a, b, c) # 0 (vector director)
es el conjunto de puntos P tales que PyP es paralelo a u.
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Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
«valores de m (o B, h) para que parametro 335

formen 30°», «sean

perpendiculares»

«interseccion de la recta con el punto comun 3.3.6

plano», «de las rectas»

«punto mas cercano», «mas pie de perpendicular 3.3.7

proximo», «simétrico»,

«perpendicular comin»

«punto de la recta que diste k ecuaciéon con valor 33.8
unidades», «plano a distancia 7» absoluto

3.3 Procedimientos

3.3.1 Ecuaciones de una recta
1. Por dos puntos A, B:ii = ABy Py = A

2. De simétricas a vectorial: lleva cada fraccién a la forma

X—X,

(coeficiente 1 en

la variable); lee Py(xg,¥p,20) Yy 4 = (a,b,c). Una ecuacién aparte como z = 4 da
componente 0.

3. De forma general a vectorial: # = 11; x ii,. Para el punto, da un valor a una variable
(por ejemplo z = 0) y resuelve el sistema de 2 x 2 que queda. Comprueba el punto en
las dos ecuaciones.

4. Recta perpendicular a un plano por un punto: i = 7.

5. Recta paralela a dos planos (o perpendicular a dos rectas): 4 = 1y X 1ty (0 U X Uy).

-

3.3.2 Ecuacién de un plano

1. Consigue un punto y dos vectores del plano, no paralelos:

BNl i

tres puntos A, B, C: AB y A—C);

un punto Q y una recta (P, #) que no lo contiene: i y HQ:

dos rectas que se cortan: i y i, (antes comprueba que se cortan, 3.3.3);

dos rectas paralelas: u; yﬁ) (il % il es 0 y no sirve);

«paralelo a las rectas L'y M»: ] y tiyg;

«perpendicular al plano 7y»: 1y es uno de los vectores; «perpendicular al plano XZ»:
J; «contiene al eje Y»: j y el origen.

Normal: 71 = d x Z; simplifica dividiendo entre un factor comun.
Ecuacion: 71 (x — xp, ¥ — Yo, 2 — 29) = 0.

Comprueba con un punto que no usaste para el término independiente.
Si piden la vectorial o las paramétricas: p = py +ra + sb.

3.3.3 Posicion relativa de dos rectas
1. Datos: Pl’ 171, Pz, 172 (331)
2. ;Paralelas? Calcula u; x . Si es 0, se cumple; ve al paso 5.
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= Ecuacidn cartesiana: A(x—xy)+B(y—y)+C(z—2zy) = 0, es decir, Ax+By+Cz+D =0
con D = —i - py. Los coeficientes de x, y, z son el vector normal.

] Ecuac10n vectorial: p = py+rd+s b, con @ y b no paralelos y contenidos en el plano;
ii=axb.

= Ecuaciones paramétricas: x = xg +ra; + sby, y = yy +rag + sby, z = 2y + ras + sbs.

= Planos coordenados: XY : z = 0, normal I;; XZ: y=0,normal j;YZ: x = 0, normal
1. Un plano «perpendicular al plano XZ» contiene la direccién j; uno «paralelo al plano
YZ» tiene normal i.

De paramétricas a cartesiana: n = d x b y un punto (el que se obtiene con r = s = 0). De

cartesiana a vectorial: un punto que la satisfaga y dos vectores perpendiculares a 71 y no

paralelos entre si (por ejemplo, para 7 = (3,—1,3): (1,3,0) y (0,3, 1)).

3.1.3 Paralelismo y perpendicularidad

Con 1y, ty vectores directores de rectas y 71y, 11, vectores normales de planos:

Objetos Paralelos Perpendiculares

Recta y recta U x iy = 0 (i = kil) Uy -y =

Plano y plano iy x 7y =0 () = ki) ny - ny =

Recta y plano u-n =0 (larecta va «alo ii x i = 0 (il es normal al plano)

largo» del plano)

Observacion. En recta—plano las condiciones se invierten: paralelismo con producto
punto y perpendicularidad con producto cruz, porque se compara la direccién de la recta
con la normal del plano. Si % - 7 = 0 y un punto de la recta satisface la ecuacién del plano,
la recta esta contenida en el plano.

3.1.4 Angulos

Uy - U,
= Entre dos rectas: cosf = |_,1 _,2‘ ,con 0° < 6<90°.
|u_1) | |u§|
Iriy - iy
= Entre dos planos: cos0 = A (el angulo entre sus normales).
nling

= Entre una recta y un plano: es el angulo ¢ entre la recta y su proyeccién sobre el
plano, complemento del 4ngulo 6 entre 4 y 1. Por eso lleva seno:
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Ejercicio 2.6.15 - Vértices de un paralelogramo

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2017-2, tipo C, problema 5.

Sea el paralelogramo ADCB de la figura, donde 4 = (5,1,0) y v = (—1,4,6), y el punto
E es el pie de la perpendicular desde D a la recta BA. Determine las coordenadas de los
puntos A, C, By E.

C D(4,-3,5)

<
=4

Resolucion.

1. Lectura de la figura: v = BC es un lado yu= AC es una diagonal. Los lados opuestos
son iguales como vectores: AD=BC=% y CD = BA.

2. AAA=D—-v=(4,-3,5—(-1,4,6) = (5,-7,-1).

3. C:C=A+ii=(10,-6,-1). B: B=C—V = (11,-10,-7).

4. Comprobacion: CD = (-6,3,6) = BA.

5. E:es A mas la componente vectorial de AD = ¥ sobre la direccién BA = (-6,3,6):

V-BA=6+12+36="54, [BA =81, compy;V= ‘1*(—6,3,6):(—4,2,4),

E=A+(—4,2,49)=(,
Resultado: A(5,-7,

—5,3). Comprobacién: ED = (3,2,2) y (3,2,2) - (—6,3,6) = 0.
—1), €(10, -6, —1), B(11,-10,~7), E(1, 5, 3).

Ejercicio 2.6.16 - Cuadrado en el espacio
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2017-1, tipo A, problema 5.

El cuadrado ABCD de la figura tiene lados de 10 unidades; los lados AC y BD son paralelos
al eje z y los lados ABy CD, al vector v = 41 + 3j, con A(-2,1,6). Determine: a) las
coordenadas de B, C y D; b) la componente vectorial de BC sobre CD.
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2. a) El plano XZ tiene normal j; 7 contiene las direcciones 4 y j:

ik
n=uxj=4 -5 3|=(-3,0,4).
0 1 0

Por Py: —=3(x — 2) + 4(z + 1) = 0, es decir, 3x — 4z — 10 = 0. (No tiene término en y,
como todo plano perpendicular al XZ.)

3. b)OPy xii = (2,—1,-1) x (4,-5,3) = (-3 -5, —4— 6, —10 + 4) = (-8
modulo 200 = 104/2; [il] = v/50 = 5v/2.d = 2.

Resultado: 7: 3x —4z—10=0;d = 2.

,—10,-6), de

Ejercicio 3.5.11 - Punto simétrico respecto a una recta
Adaptado de: 2° final 2013-1, problema 3.

Determine las coordenadas cartesianas del punto B, simétrico del punto A(0, 0, 1) respecto

alarecta L que contiene al origen y es paralela al vector u = (\/? \/g, \/§>

Resolucion.
1. Recta: i es paraleloa (1,1,1): L: p=1t(1,1,1).
OA - (1,1,1)

2. Pie de la perpendicular: t = 3

(-3-3HyMa (1,1 =0.

3. Simétrico: M es el punto medio de AB: B=2M — A = (% %% — 1).

_ 1 111 v dil
=3 M (§ 3 5) Comprobacién: MA =

z

A(0,0,1)

|4

Resultado: B(— 2 —%)

Ejercicio 3.5.12 - Parametro para un angulo de 30° entre recta y plano

Adaptado de: 2° final 2012-1, problema 5.

Seanlarecta R: X% = X1 — =2 y el plano 7 : x+By+z = 0. Determine el conjunto

de valores que puede tomar B para que Ry & formen un angulo de 30°.
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Resultado: a) ﬁﬁ@ =0;b) S(2,0,1).
—> Resolucion en el Apéndice E, p. 142.

Ejercicio propuesto 2.7.3

Adaptado de: 2° final 2013-2, problema 2.

Seand = (6, —4,4), b= (2,1,-2) y ¢ = (2,2, ¢3). a) Determine c; tal que d sea perpendlcular
tanto a b como a &, b) Obtenga el area A del paralelogramo que tiene a d y b como lados
no paralelos.

Resultado: a) c; = —1; b) A = 64/17.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 142.

Ejercicio propuesto 2.7.4

Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 2.

ol
<{

Seand = 3i+ 2k, b= (~4,1,3),¢= 2i+j+ 10k y d = 3i + 6] — 6k, donde & = 3 + 2b— ¢,
es paralelo ad y —24 - v = —36. Determine las componentes de # y de v.
Resultado: i = (-1,1,2), v = (-6, —12,12).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 142.

Ejercicio propuesto 2.7.5

Adaptado de: 1er parcial 2005-2, tipo B, problema 3.

Sean los puntos A(2,0,—2), B(4, 2,—1), C(c¢1,0,2) y D(4, 2,d3). Determine c; y d3 para que
los segmentos dirigidos AB y DC sean paralelos.

Resultado: ¢; = 2,d; = 3.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 142.

Ejercicio propuesto 2.7.6

Adaptado de: 1er parcial 2005-2, tipo B, problema 4.

Sean v = —i+ak y il = i+ bj + k. Si#i y ¥ son perpendiculares, obtenga el conjunto de
valores de a y el de b para que i y v sean dos lados de un paralelogramo de érea 6.
Resultado: a = 1; b € {—4, 4}.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 142.

Ejercicio propuesto 2.7.7

Adaptado de: 1er parcial 2005-2, tipo B, problema 5.

Sean los puntos A (4\5 0, —4) y B (0, 4./2, —4), y sea C el punto medio del segmento AB.

Determine: a) la componente vectorial del vector de posicién de B sobre el vector j; b) la
componente escalar del vector de posiciéon de A sobre el vector de posicion de C.

Resultado: a) (0, 42, 0); b) 4v/2.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 142.
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3. Perpendicular comtin: QP -ii; = 6s—4t —2 =0y QP -iij; = 4s — 8t + 4 = 0. De la
segunda, s = 2t — 1; en la primera, 8t —8 =0:t = 1,s = 1.

4. a) B=P(1) = (4, 1,3). (El punto de M maés cercano es Q(1) = (2,1,5); Q—B> =(2,0,-2)
es perpendicular a las dos rectas y la distancia entre ellas es 2v/2.)

5. b)n =1y xuy =(4-0,2-2, 0—4) = (4,0,—4),0(1,0,—1). Por A: (x—1)—(z—0) = 0.

Resultado: B(4,1,3);7: x—z—1=0.

Ejercicio 3.5.7 - Distancia entre rectas que se cruzan y plano por dos rectas
Adaptado de: 2° final 2014-1, problema 3.

Sean las rectas

x=5+4r
Ly: l:_zx = _lz: Z—;—S’ Ly: ﬁ:(5+2t, —5—3¢, 1+5t), Ly: qy=2+2r
z=—4+r

Determine: a) la distancia entre L; y L,; b) una ecuacion cartesiana del plano 7 al que
pertenecen Ly y Ls; c) las coordenadas del punto de interseccion del plano z + 4 = 0 con
la recta L.

Resolucion.

1. Datos: 1 T "7‘1: Py(1,0,-5), i = (2,-2,3); P,(5,—5,1), i = (2,—3,5); P5(5, 2, —4),
iz = (4,2,1).

2. a) i xip = (—10+9, 6 — 10, —6 + 4) = (—1, —4, —2), de mddulo V21; P, P, = (4, —5,6)
y PiP, - (iiy x i) = —4 + 20 — 12 = 4 # 0: se cruzan, y

PR :45.

V21 21
3.b)u; xu3 = (-2 -6, 12— 2, 4+ 8) = (=8,10,12), o (4,—5,—6). Son coplanares:
PP = (4,2,1)y (4,2,1)-(4,—5,—6) = 16—10—6 = 0. Por P;: 4(x—1)—5y—6(z+5) = 0,
es decir, 4x — 5y — 6z — 34 = 0. Comprobacion con P3: 20 — 10 4+ 24 — 34 = 0.
4. ¢)1+5t=—4=>t=-1:(5-2-5+3,1-5)=(3,-2,—4).

Resultado: d = 4f T dx — 5y — 6z — 34 = 0; (3, -2, —4).

Ejercicio 3.5.8 - Plano equidistante y perpendicular coman

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 1er final 2019-1, tipo C, problema 6.
Sean las rectas

) y R x—1_72-y _22-2

t)=(3,4,-7)+t(1,-1,1 =
() = ( ) +t( 3 I 5

Determine: a) la distancia entre Ly R; b) la ecuacion cartesiana del plano 7 que es paralelo
a Ly a Ry equidista de ellas; c) una ecuacion vectorial de la recta P perpendiculara Ly a
R que contiene al punto A(2,3,-1).

Resolucion.

69



Unidad 2 - Algebra vectorial

Ejercicio propuesto 2.7.11

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2019-1, tipo A, problema 5.

Sea el triangulo T de vértices A(—1,0,2), B(2,1,—1) y C(1, -2, 2). Determine: a) el coseno
del angulo A; b) la componente escalar de AB sobre BC; c) el area de T.

Resultado: a) % = %; b) —% = —%; ) v/34.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 143.

Ejercicio propuesto 2.7.12

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2018-1, tipo A, problema 5.

Los vértices de un tetraedro son A(4,1,2), B(2,0,1), C(2,3,4) y D(6,d5,1). Obtenga el
valor de d, para que el volumen del tetraedro sea de 5 unidades cubicas.

Resultado: d, =50dy, = —5.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 143.

Ejercicio propuesto 2.7.13
Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, 2° final 2018-2, tipo A, problema 5.
Sea el paralelogramo de la figura, con A(1,2,3), B(3,2,2) y C(7,4,—1); Q es el pie de

la perpendicular desde B al lado AC. Obtenga: a) las coordenadas de Q; b) el area del
triangulo ABC.

B(3.,2,2)

A(1,2,3) g €(7,4,-1)

19 18 13\,
Resultado: a) Q( 7T ) b) J6.

—> Resolucion en el Apéndice E, p. 144.

Ejercicio propuesto 2.7.14

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2026-2, tipo A, problema 5.

Los vectores 4 y ¥ coinciden con los lados no paralelos de un paralelogramo de 6 unidades
de 4rea; ademas || = 4, |v| = 3 y forman un angulo agudo. Calcule # - V.

Resultado: - v = 6v/3.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 144.

2.8 Errores frecuentes

1. Restar al revés. AB = B— A (final menos inicial). Un signo mal en AB cambia
componentes, angulos y coordenadas de puntos.

54

Unidad 3 - La recta y el plano en el espacio

5.0)0 1y, =—-2-3—4=-9 |1 =3, |, = V29:
9 387

cosf = — = —

J&7 29
@)
29 °

(El 4ngulo obtuso entre las normales tiene coseno —

L= (- 2 —1): M(2, -1 _5). = 387
Resultado: L: p =(-1,3,0) +#(1,-2,-1); M(a’ 3 3), cosO = TR
Ejercicio 3.5.4 - Los dos planos de una figura

Adaptado de: 1er final 2012-1, tipo C, problema 5.

Sean los planos 7; y 7, de la figura. Obtenga: a) la ecuacion cartesiana de cada uno; b) el
angulo 6 que forman; c) unas ecuaciones paramétricas de la recta L, interseccion de 7y y
7,; d) la distancia del origen a 7.

€(0,0,5)

D(0,4,0)

A(3,4,0

Resolucion.

1. Lectura de la figura: 7; pasa por O, C(0,0,5) y A(3,4,0); 7, por D(0,4,0), E(0,4,5)
y A. B esta sobre la vertical de A, a la altura de C'y E: B(3,4,5).

2. a) my: OCx0A = (0,0,5) x (3,4,0) = (—20,15,0), o sea i; = (4, —3,0). Como pasa por
el origen: 7y : 4x — 3y = 0. Comprobacién con A: 12 — 12 = 0.

3. a)m:D,Ey Atieneny = 4: my: y—4 = 0, i, = (0, 1,0). (Con productos: DE x DA =
(0,0,5) % (3,0,0) = (0, 15,0).)

ny -7 — —
4. b) cosf = |_,1 _,2| = § Lo confirma la figura: BC = (-3,—4,0), BE = (-3,0,0),
|"31||"2| 5 5
cosf = 53 = 5- Entonces 0 = ang cos 5 =53.1%

5. ¢) ny x ity = (4,—3,0) x (0,1,0) = (0,0, 4): direcciéon lAc, porA:x=3,y=4,z=t

6. d)d(O, 1) = @ =4
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4. Escribe la formula antes de sustituir: comp, comp, area o volumen. Asi se ve si falta un
%, un é o un valor absoluto.

5. Comprueba: el producto cruz es perpendicular a los dos factores, el punto obtenido
cumple la condicion que no usaste, los parametros dan el area o volumen pedidos.

6. Deja los resultados exactos (radicales racionalizados o no, pero simplificados) con sus
unidades.

Un producto cruz bien hecho resuelve la mitad de los problemas de esta unidad: area,

vector perpendicular, paralelismo y volumen salen de él.

2.11 Con la computadora

Con Matrix un vector es una columna: dot es el producto escalar, cross el vectorial
y norm el médulo. El programa calcula, para a = (2,-1,3) yZ = (1,4, -2), el producto
escalar, el producto vectorial, el area del paralelogramo que forman y las componentes
escalar y vectorial de d sobre Z En ingenieria, los mismos calculos dan la resultante de
dos fuerzas (d + Z) el trabajo de una fuerza en un desplazamiento (13 . 2) y su momento
(Fx F ). El programa usa la biblioteca sympy de Python, que hace algebra exacta (fracciones,
radicales, 7): se instala con pip install sympy vy el cddigo se copia tal cual.

Con la computadora

from sympy import Matrix, sqrt

Matrix([2, -1, 3])
Matrix([1, 4, -2])

0T T o

a.dot(b) # producto escalar
= a.cross(b) # producto vectorial
area c.norm() # area del paralelogramo

comp = p / b.norm() # componente escalar sobre b
vcomp = p / b.dot(b) * b # componente vectorial
print(p, c¢.T, area, comp, vcomp.T)

assert == -8 and c¢ == Matrix([-10, 7, 9])

assert area == sqrt(230) and comp == -8/sqrt(21)
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Se cumple: las rectas estan en un mismo plano y, como no son paralelas, se cortan.
No se cruzan.
4. Punto de interseccidn: se igualan las paramétricas con parametros distintos:

1+t=4, 2—-t=7+34, 1-2t=4-A

Con la primera en la segunda: 2 —t =7+ 3+ 3t,de donde t = -2y A = —1.
5. Comprobacion en la tercera: 1 — 2(—2) =5y 4 — (—1) = 5. Se cumple.
6. Punto:cont = —2enL;: (1—-2,2+2, 1+4) =(—1,4,5);con A = —1en Ly:
(-1, 4, 5). Coinciden.
Resultado: las rectas se cortan en I(—1,4,5). No son paralelas (no hay un unico
plano que pedir por ese caso) ni se cruzan (su distancia es 0).

3.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 3.5.1 - Plano por tres puntos y distancia de un punto

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-1, tipo C, problema 6.

Los puntos A(1,-2,0), B(3,—1,1) y C(4, 1, —2) pertenecen al plano . Determine: a) una

ecuacion vectorial de 7 y sus ecuaciones parameétricas; b) una ecuacion cartesiana de ; c)

la distancia del punto P(-2,5,1) a .

Resolucion.

1. Vectores del plano: AB = (2,1,1), AC = (3,3,-2).

2. a)m: ﬁ =(1,-2,0)+r(2,1,1)+s(3,3,—2); paramétricas x = 1+2r+3s,y = —2+r+3s,
z=r—2s.

3. Normal:

k

1|=(-2-3,3+4, 6—3)=(=5,7,3).

S RSN

-2

4. b) =5(x — 1) + 7(y + 2) + 3z = 0, es decir, 5x — 7y — 3z — 19 = 0. Comprobacién con C:
20-7+6—-19=0.
5(-2)—7(5) =3(1) —19] _ 67 _ 67483

5. ¢)d = =
V25+49+9 V83 83
Resultado: p = (1,-2,0) +7(2,1,1) +5(3,3,-2); 7: 5x -7y —3z2—19=0;d = @,

83

Ejercicio 3.5.2 - Plano que contiene dos rectas paralelas y su distancia

Adaptado de: Calculo y Geometria Analitica, ler final 2016-1, tipo A, problema 6.

Sean las rectas

2y —4 2-y 2z
Lidmx= T4 2%5 o gl g PTY_ 2220
8 3 4 6

Determine: a) la ecuacion cartesiana del plano 7 que contiene a L y a R; b) la distancia
entre L y R.

Resolucion.
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=4

Py

Sy

T

X

= Ecuacién vectorial: L: p = py+ti, t €R.
= Ecuaciones paramétricas: x = xy +at, y=13yy+bt, z=zy+ct
= Ecuaciones cartesianas en forma simétrica (si a, b, c # 0):

X=Xy Y=Y Z2—2

a b c

Si una componente es cero, esa coordenada es constante y se escribe aparte: con

u=(a,b,0), % = %; z =2z
= Forma general (interseccién de dos planos no paralelos):

-

A1X+B1y+CIZ+D1:0 N
U =nqy Xny.

A2x+Bzy+sz+D2:0

El Plan 2016 no la nombra, pero la usa en «la recta interseccion de dos planos».

Observacion (leer la forma simétrica). Antes de leer el punto y el vector, cada fraccién
debe quedar como x_ax°, con coeficiente 1 en la variable. Asi,

2y—4 _z+5
4 —x = —— = —

8 3 -1 4 3

x—4 Yy—2 z+5

5

con punto (4, 2, —5) y vector (—1,4,3): en 4 — x se cambia el signo del denominador, y en
2y—4 . .
= se divide numerador y denominador entre 2.

Dos puntos Ay Bdanlarectacon Py = Ay u = AB.
3.1.2 El plano

El plano 7 que pasa por P, y es perpendicular al vector ii = (A, B,C) # 0 (vector normal)
es el conjunto de puntos P con 71 - PyP = 0.

ii—) Sy
~

P, P bo
T
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=g > . . ’ .
3. ¢Se cortan? Calcula P, P, - (ii; x ii). Si vale 0, se cortan: iguala las paramétricas (con
parametros distintos, t y 1), resuelve con dos ecuaciones y comprueba la tercera.
[Py Py - (dy X tdp)]
Ity % iy
5. Paralelas: si P, estd en Ly, coinciden; si no, el plano que las contiene tiene 71 = #; X P; Py,
y su distancia es la de P, a L.

4. ;Se cruzan? Si el producto mixto no es cero: d =

En el examen escribe cada caso con «se cumple» o «no se cumple»: asi se ve que se
revisaron los tres.

3.3.4 Distancias

1. Punto-plano: sustituye el punto en Ax + By + Cz + D, toma valor absoluto y divide
entre |f].

2. Punto-recta: PyQ x i, su médulo, entre [i].

3. Recta-recta: primero la posicion relativa (3.3.3); si se cruzan, la formula del producto
mixto; si son paralelas, punto-recta.

4. Plano-plano: comprueba que sean paralelos (normales proporcionales); escribe los

. D,—D, . . .
dos con el mismo n'y usa % o la distancia de un punto de uno al otro. Si no son

paralelos, d = 0.
s _am

5. Racionaliza: — = .
V21 21

3.3.5 Angulos y problemas con parémetro

1. Identifica qué se compara: rectas (i, tis), planos (7, ;) o recta y plano (i, 7).

2. Usa coseno en los dos primeros casos y seno en recta—plano.

3. Con parametro: deja el parametro en los vectores, escribe la formula con el valor

1 V3

conocido (sen30° = 1, sen60° = L, cos 60° = 1) y eleva al cuadrado para quitar el
valor absoluto y la raiz. Resuelve la ecuacion de segundo grado: casi siempre hay dos
valores («el conjunto de valores»).

4. Para 90° no hace falta la férmula: basta la condicion de perpendicularidad de la tabla
de 3.1.3, que es lineal en el parametro.

3.3.6 Intersecciones

1. Recta—plano: sustituye las paramétricas de la recta en la ecuacion cartesiana del plano,
despeja t y sustitiyelo en la recta. Si la ecuacién queda 0 = 0, la recta esta contenida
en el plano; si queda 0 = k # 0, es paralela.

2. Recta-recta: iguala las paramétricas con parametros distintos; dos ecuaciones dan los
parametros, la tercera comprueba.

3. Plano-plano: la recta de 3.3.1, paso 3.

4. Recta y un plano coordenado (por ejemplo z = —4): iguala la coordenada y despeja
t.
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=

Sin valor absoluto se obtiene el angulo obtuso (180° — 6); los examenes piden el agudo

. , . a a
salvo que digan otra cosa. Un angulo que no es notable se deja como ang cos 7 o ang sen ;.

b b
3.1.5 Distancias

= Punto Q a plano Ax+ By +Cz+ D =0:

|AXQ + ByQ + CZQ + D| —
d= = |compy PyQ.
VA? + B% + C?
> = A |HQ’ X a' 5~
= PuntoQarectap=py+tud= T (altura del paralelogramo de lados PyQ y
Ul

).

= Rectas que se cruzan (L; por P; con i; Ly por P, con iy):

d= [PrPy - Giy x )|
liy x |
Si se cortan, el numerador es ceroy d = 0.
= Rectas paralelas: distancia de un punto de una a la otra (férmula punto-recta).
= Planos paralelos Ax + By + Cz+ D; = 0y Ax + By + Cz + D, = 0 (con el mismo
|D; — Dy
VA? + B? + C?
= Recta paralela a un plano: distancia de un punto de la recta al plano. Si la recta no
es paralela, lo cortay d = 0.

vector normal): d = . Si no son paralelos, se cortan y d = 0.

FQ

=)
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L

3.1.6 Posicion relativa e intersecciones

Dos rectas pueden ser:

s paralelas (o coincidentes): u; x Uy = 0; son coincidentes si ademas P, esté en L;;

= se cortan en un punto: no son paralelas y son coplanares, ﬁ (dy x ty) = 0;

= se cruzan (no son paralelas ni se cortan): ﬁ) (g x 1ty) # 0.

Las paralelas y las que se cortan determinan un plano; las que se cruzan, no.

Recta y plano: si -7 # 0, se cortan en un punto; si i - i = 0, la recta es paralela al plano
(sin puntos comunes) o esta contenida en él. Dos planos: si no son paralelos, se cortan
en una recta de direccidn 71y X 7.

Punto mas cercano y simétrico. El punto M de una recta (o de un plano) mas cercano
a Q es el pie de la perpendicular trazada desde Q: MO L i (o MO || 7). El simétrico de Q
respecto a la recta o al plano es Q’ con M punto medio de QQ”: ' = 2m — q.

3.2 Cémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento

«ecuacion vectorial»,
«paramétricas», «forma simétrica»
de una recta

«recta interseccién de los planos»,
dos ecuaciones juntas

pasar entre formas 3.3.1

forma general a vectorial ~ 3.3.1

«plano que contiene a los puntos», plano por puntos o 3.3.2
«al punto y a la recta», «a las rectas»  rectas

«paralelo a las rectas», plano con condicion 332
«perpendicular al plano XZ», «cuyo

vector normal es perpendicular a»

«en caso de que sean paralelas... se ~ posicion relativa 333
crucen... se corten»

«distancia del punto al plano», «ala  una distancia 3.34
recta», «entre las rectas», «entre los

planos»

«angulo entre», «coseno del angulo»  angulo 335
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